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III. EinfUhrung von Integralen po sit ive r Funktionen mit-
tels b es ch r a n k t additiver Ma.Be von Ordinatenmengen
bei fl2 und m2 total-additiv
D. AuBeres MaB als A usgan gspunkt bei del' Definition d el'
Integration im Sinne von Lebesgue
§ 12. Die Wahl von 3h, mI, ~{~ , fll und ~1 sei WIe in § 4.
Im Raum 3h sei m2 del' a-Mengenring aller Teilmengen, ~ho ein (eigent-
lioher oder uneigentlieher) a-Teilsomenring von m2, fur dessen Elemente
(Mengen) ein nicht-negatives (Werte in R+) total-additives :MaB fl2 defi-
niert sein soIl, wobei fur wenigstens ein Element von ~20 del' 'Wert von fl2
(endlich und) =1= O. Nach loco cit. IbiS), § 5 gibt es in 3h ein a-Mengenring
K 2 ~ ~ho mit zugeh6rigem total-additivem, dabei endlichem MaB m 2,
als Erweiterung von fl2 auf ~20.
Insbes. sind aIle Bedingungen fUr mj, mj, ~{jO, fl j und 21j (j = 1, 2) in § 4
auch hier erfUllt ; dadurch folgen ebenso aIle SchlUsse in den Par. 4, 5
und 6. Aus del' Totaladditivitat von m2 fur die Mengen von K 2 folgt daB,
bei Abanderung del' Definition von § 6 dadureh daB die ahzahlbare Aus-
nahmemenge als leer betraehtet wird, dennoch del' erste Satz von § 6
seinen Wortlaut beibehalten karin . 18) Das Integral ist hier somit als ein
Integral im Lebesgueschen Sinne aufzufassen.
Damit eine auf einer Menge A (2) E ~2 endliche positive Konstante ein
m2-Integral hat, ist auch hier die m2-MeBbarkeit von A (2) notwendig und
hinreichend.
Sat z und D e fi nit ion. Rei t> 0 und endlich in den Punkten einer
(m2-meBbaren) Menge A (2) E K 2 , und t m2-mcBbar auf A (2) sei In= I
(n=l, 2, .. .) in den Punkten von A(2), in welchen t <n ist, und In=n in
18) Die Teilmengcn E(2)(f ;;;; XI) im Satze sind nnn immer nb2-meJ3bar.
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den iibrigen Punkten von A(2) . Dann existiert fAl2l Indm 2 (Satz). Bei
endlicher oberer Grenze diesel' Integrale sei (Def. )
f A (2l Idm2=obere Grenze del' f A (2 ) Indm2 (n= 1,2, . . . ).
In bekannte r Weise lassen sich nun weiter die Eigenschaften diesel'
I ntegrale ableiten. 19) I nsbes. folgt die Totaladdi t ivitat und Totalstetig-
keit von fB(2) I dm2 fiir die Teilmengen B (2) E](2 vo n ...4(2) .
E. Ln n e r es Ma B a ls A usga ngsp u n k t b e i de l' D efinition d el'
In t egrati on im S i n ne vo n L eb e s gue
§ 13. Die Wahl von gh, 581, ~hO, III und 2h sei wieder wie in § 4.
I m R aum ffi2 sei 582 del' o-Mcnge nring de l' Teilmengen von ffi2, 2ho ein
(eigentlicher oder uneigentlicher) c-Teilmengenring von 582, fiir dessen
Elemente (Mengen) ein nicht-negat ives (Werte in R+) t otal-additives MaB
112 definiert sein solI, wobei fur wenigstens ein Element von SX20 del' Wert
von 112 (endlich und) # 0; aus del' E ndlichkeit von 112 und del' Definition
von SX2 geht hervor dals 1l2, 2(2 die Hypot hese (fur Il , SX ) in loco cit. IbiS),
§ 5bis erfiillen. Auch die Theor ie des inneren MaBes loco cit. IbiS), § 5bis
und § 6 fiihrt nun (ebenso wie die Theorie des auBeren MaBes) in ffi2 zu
dem a-Somenring ](2 ~ SX20 und del' total-addit iven Erweiterung m2 von
112 fiir die Mengen von ](2.
Sowohl die Ilj in SXjO (j = 1, 2) wie 1112 in m~2 (§ 1) sind besohrankt additiv
und endlich; sie erfiiIlen dabei die Hypothese (fur Il, m) in loco cit . 1),
§ 5bis •
AIle Schliisse in den Par. 7-10 folgen auch hier . Aus del' Totaladditivitat
von m 2 f ur die Mengen von ](2 folgt wieder daB, bei Abanderung del'
Definition von § 6 dadurch da B die a bzahlbare Ausnahmemenge als leer
betraehtet wird , dennoch del' erste Satz von § 6 (ev. mit (moh anstat t
(mOh) seinen Wo rtlaut beibehal ten kann. 18) Das Integral ist als ein
Integral im Lebesgu eschen Sin ne aufzufassen .
Damit eine auf einer Menge A (2) E m2 endliche positive K onstante ein
m2-Integra l hat, ist die m2-MeBbarkeit von A (2) not wendig und hin-
reiehend.
Satz und Definition wie im vorlet zten Absat z von § 12 und del'
letzte Absatz von § 12 lassen sich danaoh anso hllellen. w)
19) Vergl. etwa C. DE LA VALLEE P OUSSIN, Irueqrale» de L ebesgue, Ponctions
d'ensemble, Classes de Baire, 2e ed. (1934), §§ 36-40 ; auch S. SAKS, Theory of the
integral 1937, chapter 1.
20) F. TOPS0E weist auf S. VII seiner Lecture N otes 133 : Topology and measure
1970 darauf hin daI3 man in der Literatur tiber Ma I3 und Integration in abstrakten
Raumen nur selten Arbeiten ant refft, in welch en das innere MaI3 al s Ausgangsbasis
gewahlt wird. Neben der von ih m lococit. angegebenen Li t eratur und den Theoremen
2.2 und 3.13 auf den Seiten 4 und 13 kann auf die hier in den FuI3n. 1,1b is ange-
gebe ne n Arbeiten (fur das LVlal3) sowie auf di e hi er in de n Abschnitten B . und E .
15 Ind agat iones
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F. Er wci t .erung del' gemii B ei ne m d el' beide n vorangehe nde n
Verfahren er ha l te ne n L eb esgu e-Integral e
§ 14. Besehrankt man sich auf den Fall, in welchem das total-additive
AtlafJ #z j'/lr[ede Menge in ~ho (siehe schon § 12, zweiten Absatz ; auoh § 13)
endlich ist, so wiI'd dies auch der Fall sein fur das total-additive, aus #z
hervorgehende MafJ mz fur die M engen des a-additiven M engenringes
K z ~ Wzo.
Bei f > 0 und endlich in den Punkten einer Menge A (Z) E K z ist es moglich
daB ein I ntegral SA(2) f dmz gemafJ Satz und Defin it io n in §§ 12, 13
existiert.
Nach del' Einftihrung des o-Mengenringes K z liiBt sioh eine zugehorige
Mengenklasse K z* einfuhren durch:
E E K z*, falls E ·A(Z) E K z fur jedes A(Z) E K z. Zl)
K z* hat folgende Eigenschaften:
iX) die K lasse K a* ist ein a-Mengenring ;
(3) K z* enthiilt ffiz als Element;
y) K z ist ein a-Ideal in K z* ; denn K z ist ein o-Mengenring und aus
A(2)EKz folgt, fur jedes E E K z*, E ·A (Z) EKz;
0) aus E E 582 mit E · A (Z ) = 0 fur jedes A (Z) E Kz folgt E E K z*; die
Teilklasse von 58z mit diesel' Eigenschaft ist ein o-Mengenring und em
a-Ideal in 58z.
D efiniti on . F tir jede Menge E E K 2* und eine auf E definierte
Funktion f mit endlichen, positiven Werten und exist ierend angeno m-
menen mz-Integralen tiber jede Menge E· A (Z) mit A (Z ) E K z ZZ ) sei die
obere Grenze aller Werte von SE· A (2) f dmz bei A (Z) E K z
endlich; dann definiere diese obere Grenze den Wert von SE f dm«.
B em erkung . E xistiert fur eine Funktion f, > 0 und endli chwertig
auf ffiz, das Integral Sm. f dm2 gemals letzter Definition , so gibt es eine
Folge von Mengen aus K«:
mit
Sm. f dmz= lim SA;'2 ) f dmz.
j -+00
Das Integral von f tiber ffiz ist nun auch als ein Integral im Lebesgueschen
ent ha ltenen R esul ta te (fur da s Integral) hingewiesen werden; auf Zusammenhiinge
in abstrakten R aumen zwischen "iiu13eren " und " inneren" Betrac htunge n wird bei
Tor so E n icht eingegangen .
21 ) Verg leiche das a llgemeine Verfahren fur Somen in loco cit. I bis), § 7.
22) Be i E .A(2) = 0 ist f r:.A(2) f dm« = 0 zu nehmen; die Integr ale sind allgeme in
gema13 S a t z unci D e fi niti o n in den Par. 12 u. 13.
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Sinne aufzufassen, falls nur auBerdem
lim A/2)=9h
i->-oo
ist ; wir sind in einem Fall korrespondierend mit dem Satz von Radon-
Nikodym in seiner tiblichen Form.
Allgemein lassen sich zu der Definition folgende Bemerkungen machen:
a. Fur die Mengen von K 2 werden durch obige Definition die Klasse
der m2-integrierbaren Funktionen und die (endlichen) Werte der zuge-
horigen m2-Integrale nieht geandert.
b. Hat t (wie in obiger Definition) ein m2-Integral tiber eine nicht
leere Menge E E K 2*, so gibt es immer eine monoton nicht-abnehmende
Folge {A n(2)}n=1.2. '" von Mengen in K 2 mit
Se t dm2= lim Se'A,,(2) t dm2.
,,->-00
Dabei ist, mit CE .An(2) oharakteristisohe Funktion von E· An (2) (in ffi2),
lim fE.A,,(2) CE·A,,(2) dm2 oder lim m2(A n(2») entweder endlich oder un-
n~oo n~OO
endlich; einfache Beispiele zeigen daB beides moglich ist.
c. Hat t, > 0 und endlich, ein m2-Integral tiber E j E K 2* (j = 1,2),
wobei E 1·E 2= 0, so ist t auch m2-integrierbar tiber E1+E 2 gemaf der
Def., mit fEl+E2 t dm2= Sel t dm2+ fE2 t dm2.
c'. Hat t, > 0 und endlich, ein m2-Integral tiber E j E K 2* (j = 1,2, ... ),
00
wobei ElI' E j 2 = 0 (j1 i= j2), und ist L fEi t dm2 endlich, so ist t auch m2-
00 i~1
integrierbar tiber L Ej gemaB der Def., mit
=1
00
Beweis. Aus Ej EK2* (j=l, 2, ... ) und A(2) EK2 folgt Ej'A(2) EK2,
00 00
also auch (L Ej ) · A (2) E K 2, L Ej E K 2*. Nun ist fur jedes A (2) E K 2
i=1 i=1
wodurch auch
(19)
Nach c. ist
(20)
Mit (19) und (20) folgt die Behauptung in c'.
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d. Raben II und h, beide > 0 und endlich, iiber E E K z* ein mz-
Integral, so ist dies auch del' F all fur II+/2, mit
d'. Raben die Funktionen /1 (j= 1,2, .. .), > 0 und endlich, iiber
00 00
E E K z* ein mz-Integral mit I IE /1dmz endlich, so hat , bei I/i endlich
; - 1 ;~1
in den Punkten von E, auch diese letzte Summe ein mz-Integral iiber E,
wobei dann
00 00
I IE /i dmz= IE I It dmz.
;-1 ; =1
B ewei s . Nach Voraussetzung und d. ist:
00 00
endlieh e- I IE It dmz = I obere Grenze von IE' Ak1J) Ii dmz
; = 1 ; - 1 (2)(Ak (; ) variab el in K z);;::;
00
;;::; obere Grenze von I I E .A(2) Ii dmz(A (Z) var iabel in K z)=
; = 1 00
=obere Grenze von IE .A(2) I hdm2(A(Z) variabel in K z)=
00 n ;=1
= IE I Itdmz;;::; I IE Ii dmz.
;- 1 ; - 1
Beispiel zu b. : Dies geht aus dem Beispiel zu b. und c. in § II
dadureh hervor daf man fur 'llzo den a-Somenring del' Borelschen Mengen
in P, fiir flZ das Borelsche Mar3 diesel' Mengen nimmt , wodurch K z (gemaB
§ 12 oder § 13) zu dem a-Somenring del' Lebesgueschen Mengen in P
wird, und mz zum Lebesguesehen MaB diesel' Mengen . Es ist offenbar
deutlich wie sieh die Behauptungen unter 1°, 2°, 3° im Beispiel von § II
dadureh andern.
Bemerkung. Es ware moglich gewesen mittels MaBerweiterungen
fiir Ordinatenmengen in ffiIz zu einer mit del' Definiti on dieses Par. aqui-
valenten Integraldefinition zu gelangen. Das zugehorige Verfahren findet
man, zwar unter anderen Voraussetzungen , ange wandt in loco cit . 3),
§§ 22 und 25. - Vergl. auch 1. E . Segal a. R . A . Kunze , I ntegrals
and Operators 1968, S. VII, 39, 89-92.
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